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Let F denote the abelian category of functors from finite-dimensional F -vector2
spaces to F -vector spaces. We are concerned with the artinian conjecture, which2
states that the injective functors I are artinian objects in F for each finiteE
dimensional F -vector space E. This is true for dim E s 1 and has been recently2
proven for dim E s 2. This paper gives one of the arguments of this proof: we
produce a sequence of objects of F, K , whose subobjects are finite in a sense thatn
generalizes the case dim E s 1. The main ingredients are the behaviour of the
difference functor on Weyl functors and simple functors, and the computation of
some extension groups. Q 1997 Academic Press
 .On note E respectivement E la categorie des espaces vectorielsÂf
 .respectivement espaces vectoriels de dimension finie sur le corps F . Soit2
F la categorie des foncteurs covariants de E vers E ayant pour fleches lesÂ Áf
transformations naturelles entre foncteurs. Cette categorie est abelienne,Â Â
avec colimites exactes et limites, et admet un produit tensoriel toutes ces
.structures etant prises au but .Â
Nicholas Kuhn, Jean Lannes et Lionel Schwartz ont conjecture que FÂ
w xest une categorie localement noetherienne au sens de 4 ; l'enonce exactÂ Â Â Â
est le suivant: Notons I le foncteur, defini pour chaque F -espaceÂE 2
vectoriel de dimension finie E, qui associe a chaque espace vectoriel V deÁ
 . HomV , E .dimension finie l'espace vectoriel I V [ F des applicationsE 2
 .definies sur l'ensemble Hom V, E et a valeurs dans F . Les foncteurs IÂ Á 2 E
 wforment un systeme de cogenerateurs injectifs de la categorie F cf. 8, 10,Á Â Â Â
x.14 .
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w xConjecture N. Kuhn, J. Lannes et L. Schwartz . Les injectifs I sontE
des objets artiniens de la categorie abelienne F.Â Â
Ce probleme est lie a l'etude de ``la taille'' des resolutions injectives ouÁ Â Á Â Â
 w x .projectives dans la categorie F cf. 9 , proposition 5.12 .Â
Notons que l'injectif I est isomorphe au foncteur Imdim E, I designantÂE
le foncteur qui associe a chaque espace vectoriel V de dimension finieÁ
 . V *l'espace vectoriel I V [ F des application ensemblistes definies sur leÂ2
dual de V et a valeurs dans F ; cet espace vectoriel admet un facteur directÁ 2
naturel en V, qui est l'espace vectoriel des application constantes, et on
 .notera I V son complementaire. La decomposition de I en sommeÂ Â E
directe de puissances tensorielles du foncteur I montre que la conjecture
mdconsiste a determiner si les injectifs I sont artiniens.Á Â
La conjecture se verifie aisement lorsque d s dim E s 1 comme nousÂ Â
allons le rappeler maintenant.
Le facteur direct V de la somme directe V [ F determine un facteurÂ2
 .direct naturel de l'espace vectoriel F V [ F ; on pose:2
D F V [ Ker F V [ F ª F V . .  .  .  . .2
Ceci determine un foncteur D: F ª F, appele foncteur difference, qui estÂ Â Â
exact, et qui commute aux limites et aux colimites.
 w x.DEFINITION 0.0.1 cf. 1 . Un foncteur F g F est polynomial de degreÂ Â
 .inferieur ou egal a n si la n q 1 -ieme iteration du foncteur differenceÂ Â Á Á Â Â
nq1  .annule F, i.e., D F s 0; on note deg F F n.
 .  .On dira que F est de degre n si deg F F n, mais deg F g n y 1, etÂ
que F est homogene de degre n si le foncteur F, de degre n, ne contientÁ Â Â
pas de sous-foncteur non-nul de degre plus petit que n.Â
Rappelons l'equivalence entre foncteur polynomial prenant des valeursÂ
de dimension finie et les foncteurs finis, i.e., admettant une serie deÂ
 w x.composition finie dont les sous-quotients sont simples cf. 8 ; en partic-
ulier de tels foncteurs sont des objets artiniens de la categorie F.Â
Le foncteur n-ieme puissance exterieure, que l'on notera Ln, est unÁ Â
objet simple de F, et on notera les isomorphismes canoniques:
n ny1DL ( L et D I ( I s F [ I. 1 .2
Ainsi Ln est un foncteur polynomial homogene de degre n, tandis que leÁ Â
foncteur I n'est pas polynomial.
Notation 0.0.2. A tout foncteur F g F on peut associer son plus grand
sous-foncteur polynomial de degre inferieur ou egal a n, appele n-iemeÂ Â Â Á Â Á
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 w x.foncteur de Taylor de F cf. 5 :
t F [ colim G. .n
 .G;F , deg G Fn
 .Le n-ieme foncteur de Taylor de I, note P [ t I , est le n-ieme termeÁ Â Án n
de la filtration polynomiale de I:
P ; P ; ??? ; P ; P ; ??? ; I. 2 .1 2 ny1 n
Rappelons que cette filtration est convergente et que ses sous-quotients,
n i.e., les quotients P rP , sont isomorphes aux foncteurs simples L cf.n ny1
w x.  .5 . Le foncteur difference induit un decalage sur la filtration 2 :Â Â
D P ( F [ P .n 2 ny1
Ceci permet de montrer par recurrence que les suites exactes suivantes,Â
 .extraites de la filtration 2 , ne se scindent pas:
n nq10 ª L ª P rP ª L ª 0. E n . .nq1 ny1
On en deduit le resultat suivant, qui induit la conjecture pour dim E s 1:Â Â
 w x.THEOREME 1 cf. 14, 9 . Les sous-objets propres de I sont les foncteursÂ Á
finis P .n
Afin d'etudier la conjecture pour dim E s 2, on tensorise la filtrationÂ
 .2 par I:
I m P ; I m P ; ??? ; I m P ; I m P ; ??? ; I m I. 3 .1 2 ny1 n
m2On obtient ainsi une filtration convergente de I dont les sous-quotients
nsont les foncteurs I m L , n G 1. Le but de cet article est de donner une
ndescription assez fine des sous-objets de I m L afin de nous permettre
d'en deduire notre resultat principal:Â Â
THEOREME 2. Les foncteurs I m P sont artiniens.Â Á n
Ce resultat est utilise par Geoffrey Powell dans sa demonstration duÂ Â Â
m2  w x.caractere artinien de I cf. 13 : une etude des facteurs indecomposa-Á Â Â
bles de cet injectif, menee a l'aide d'un sous-quotient du foncteur differe-Â Á Â
m2nce D, lui permet de ramener l'etude des sous-objets de I a celle deÂ Á
I m P . Notons, en particulier, que ces techniques lui permettent aussi den
 w x.retrouver le theoreme 2 cf. 12 . Afin de decrire les sous-objetsÂ Á Â
nde I m L , nous introduirons des fleches f qui forment un complexeÁ n
 .acyclique cf. proposition 3.1.4 :
f f f f0 1 n nq11 ny1 n nq10 ¤ I ¤ I m L ¤ ??? ¤ I m L ¤ I m L ¤ I m L ¤ ??? . 4 .
 .Notation 0.0.3. K s Ker f et K [ t K .n n m , n. mqn n
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La filtration polynomiale de K est convergente:n
K ; K ; ??? ; K ; K ; ??? ; K .1, n. 2 , n. my1, n. m , n. n
On generalise alors le theoreme 1 qui determine les sous-objets deÂ Â Â Á Â
K s I:0
THEOREME 3. Si F est un sous-objet propre de K alors il existe un entierÂ Á n
m pour lequel:
K ; F ; K .myn , n. mqn , n.
Ainsi les sous-objets propres de K sont finis. La decomposition deÂn
nI m L dans la suite exacte
n0 ª K ª I m L ª K ª 0n ny1
npermet alors de determiner les sous-objets de I m L :Â
nCOROLLAIRE 4. Les sous-objets propres de I m L sont:
v les sous-foncteurs finis;
v les extension de K par les sous-foncteurs finis de K .n ny1
nOn en deduit que les foncteurs K et I m L sont artiniens, ce quiÂ n
implique le theoreme 2, en appliquant le lemme des cinq aux suitesÂ Á
 .exactes extraites de la filtration 3 .
Cet article s'organise ainsi:
v Dans la premiere partie nous etudions la filtration de Weyl desÁ Â
m n nsous-quotients L m L de I m L , et nous construisons les facteurs de
composition simples de ces foncteurs. Nous montrons que le foncteur
difference induit une correspondance bi-univoque, modulo les puissancesÂ
exterieures, entre ces objets.Â
v Ensuite nous etudions certaines suite exactes qui apparaissent enÂ
nsous-quotient de I m L , et qui ne sont pas detectees dans la correspon-Â Â
dance precedente.Â Â
v La derniere partie est consacree a la demonstration du theoreme 3.Á Â Á Â Â Á
 .Une fois constatee l'acyclicite du complexe 4 , nous combinons les resultatsÂ Â Â
des parties precedentes afin de decrire, par recurrence, les sous-objets deÂ Â Â Â
nK et I m L : le foncteur difference permet de restreindre l'etude desÂ Ân
sous-objets de K a celle de K , modulo les puissances exterieures,Á Ân ny1
tandis que les suites exactes etudiees auparavant sont utilisees, par analo-Â Â Â
 .gie avec le role des suites exactes E n dans la demonstration du theoremeÃ Â Â Á
1, pour detecter la presence des puissances exterieures.Â Â Â
nSOUS-OBJETS DE I m L 57
1. FONCTEURS DE WEYL ET FONCTEURS SIMPLES
1.1. La filtration de Weyl
Par naturalite de l'isomorphisme canoniqueÂ
Ln V [ W ( Lk V m Ll W 5 .  .  .  .[
kqlsn
 .la somme V [ V ª V resp. la diagonale V ª V [ V induit un produit
 .resp. coproduit :
m : Lk m Ll ª Lkq l resp. d : Ln ª Lk m Ll .[ [n n /
kqlsn kqlsn
 .A tout couple m, n d'entiers positifs on associe, pour 0 F k F n, la flecheÁ
C : Lm m Ln ª Lmq nyk m Lkk
qui est la composeeÂ
1md mm1nm n m nyj j m nyk k mqnyk kL m L ª L m L m L ¸ L m L m L ª L m L[
0FjFn
la fleche centrale etant la projection sur le facteur correspondant a l'indiceÁ Â Á
j s k.
Remarque 1.1.1. La fleche C : Lm m Ln ª Lm m Ln est l'identite, tan-Á Ân
dis que la fleche C : Lm m Ln ª Lmq n est le produit exterieur.Á Â0
Notation 1.1.2. Soit i un entier positif inferieur ou egal a n.Â Â Á
W  i. [ Ker C : Lm m Ln ª Lmq nyk m Lk . . [m , n. k 0Fk-i /
0Fk-i
Les sous-foncteurs W  i. de Lm m Ln forment une filtration, appeleeÂm , n.
filtration de Weyl:
W n. ; W ny1. ; ??? ; W  iq1. ; W  i. ; ??? ; W 0. s Lm m Ln .m , n. m , n. m , n. m , n. m , n.
6 .
 w x.DEFINITION 1.1.3 a comparer avec 7, definition 8.1.6 . Le foncteur deÂ Á Â
 . n.Weyl associe au couple m, n , avec m G n, est le foncteur W , que l'onÂ m , n.
note aussi W .m , n.
 .Si l'on se donne une base e , . . . , e d'un espace vectoriel V, alors on1 d
 .peut construire une base de l'espace vectoriel W V de la maniereÁm , n.
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suivante:
v w x Soit t une fonction definie sur l'ensemble m q n [ 1, 2, . . . ,Â
4 w xm q n et a valeurs dans l'ensemble d . On suppose que t est croissanteÁ
 .  4resp. strictement croissante sur chaque sous-ensemble 1, m q 1 ,
 4  4   4  4.2, m q 2 , . . . , n, m q n resp. 1, . . . , m et m q 1, . . . , m q n : on
 .  w x.dira alors que t est m, n -semistandard cf. 7, p. 89 .
v
m n .  .On associe a chaque fonction t un element de L V m L V :Á Â Â
w [ e n ??? n e m e n ??? n et t 91. t 9m. t 9mq1. t 9mqn.
t9
w x w xou la somme est prise sur les fonction t9: m q n ª d qui prennent lesÁ
memes ensembles de valeurs que la fonction t sur les sous-ensemblesÃ
 4  4  41, m q 1 , 2, m q 2 , . . . , n , m q n .
w x w xTHEOREME 1.1.4 7, theoreme 8.1.16 . Les elements w , ou t: m q nÂ Á Â Á ÂÂ Át
w x  .ª d decrit l'ensemble des fonctions m, n -semi-standards, forment uneÂ
 .base de l'espace ¨ectoriel W V .m , n.
Ce resultat nous permet de decrire un element generateur du foncteurÂ Â Â Â Â Â
w x w x  .de Weyl: soit t : m q n ª d la fonction m, n -semi-standard qui0
 4  .prend la valeur i sur le sous-ensemble i, m q i d G m .
COROLLAIRE 1.1.5. Le foncteur W est le plus petit sous-foncteur dem , n.
m n m . n .L m L contenant l'element w g L V m L V .ÂÂ t0
 .Demonstration. Soit W un espace vectoriel muni d'une base f , . . . , fÂ 1 d9
 .et soit w g W W un element correspondant a un tableau semi-Â Â Át m , n.
w x w xstandard t: m q n ª d9 . On construit aisement un element g sÂ Â Â
w x w  .x g g F Hom V, W qui detecte le vecteur w , i.e., tel que g#w sÂi 2 t t0
g #w s w .i t t0
Les sous-quotients de la filtration de Weyl de Lm m Ln sont les fonc-
teurs de Weyl qui apparaissent dans les suites exactes suivantes:
 w x.LEMME 1.1.6 a comparer avec 6, corollaire 17.18 . Pour 0 F i -Á
 . m n mqnyi imin m, n la fleche C : L m L ª L m L induit la suite exacteÁ i
0 ª W  iq1. ª W  i. ª W ª 0.m , n. m , n. mqnyi , i.
Demonstration. Pour 0 F k - i, la composeeÂ Â
C Ci km n mqnyi i mqnyk kL m L ª L m L ª L m L
n y k  i. .est egale a la fleche C . Ainsi la restriction de C a W est aÂ Á Á Á Ák i m , n.n y i
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valeurs dans le foncteur de Weyl W . On montre que son image estmqnyi, i.
bien le foncteur de Weyl soit par un argument de dimension, en utilisant
le theoreme precedent, soit en verifiant que le generateur decrit auÂ Á Â Â Â Â Â Â
corollaire precedent est atteint.Â Â
Remarque 1.1.7. Si m - n alors le foncteur W mq1. est nul car lam , n.
composeeÂ
 .Cny im n mqi nyi nyi mqiL m L ª L m L ( L m L[ [
0-iFn 0-iFn
 .Cm n m m nª L m L ( L m L
est l'identite, les isomorphismes correspondant a la permutation des fac-Â Á
teurs. La suite exacte du lemme 1.1.6, pour i s m, se transforme en un
isomorphisme
(m. m.W ª W s Wm , n. n , m. m , n.
induit par la fleche C : Lm m Ln ª Ln m Lm.Á m
1.2. Construction de foncteurs simples
On utilise les foncteurs de Weyl pour definir les foncteurs simples quiÂ
m2sont sous-quotients de I ; cette construction utilise essentiellement la
notion de dualite:Â
DEFINITION 1.2.1. Le foncteur dualite D: F op ª F est le foncteurÂ Â
contravariant defini, pour tout objet F de F par:Â
DF V [ F V * * .  .  .
 .* designant la dualite des espaces vectoriels .Â Â
Voici quelques proprietes importantes du foncteur dualite:Â Â Â
 .1 D est exact.
 . 2 D commute au produit tensoriel si l'un des deux facteurs prend
.des valeurs de dimension finie .
 . 3 D commute au foncteur difference ainsi D preserve le degreÂ Â Â
.des foncteurs polynomiaux .
 .4 Pour tous foncteurs F et G on an un isomorphisme d'adjonction
Hom F , DG ( Hom op DF , G s Hom G, DF 7 .  .  .  .F F F
et l'unite de l'adjonction h : F ª D2F est un isomorphisme si F prendÂ F
des valeurs de dimension finie.
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Il est par contre plus rare qu'un foncteur soit isomorphe a son dual:Á
DEFINITION 1.2.2. Un foncteur F est autodual lorsqu'il existe un iso-Â
morphisme
(
g : F ª DF
 .qui est egal a son adjoint par l'adjonction 7 , i.e., tel que Dg (h s g .Â Á F
Remarque 1.2.3.
v Un foncteur autodual prend forcement des valeurs de dimensionÂ
finie.
v Les foncteurs puissances exterieures sont autoduaux.Â
v Si F et G sont deux foncteurs autoduaux alors leur produit ten-
soriel F m G l'est aussi. En particulier les foncteurs Lm m Ln sont auto-
duaux.
Un sous-foncteur d'un foncteur autodual n'a pas de raison d'etre auto-Ã
dual; par exemple le foncteur de Weyl W est un sous-objet du foncteurm , n.
autodual Lm m Ln, mais n'est en general pas autodual. On va appliquer leÂ Â
resultat suivant, du a Lionel Schwartz, a ce cas pour construire lesÂ Ã Á Á
foncteurs simples qui sont facteurs de composition de Lm m Ln. Par
construction ces foncteurs simples sont autoduaux en fait tous les objets
w x.simples de F sont autoduaux: cf. 9, 10 .
LEMME 1.2.4. Soit F un foncteur autodual et asoit G un sous-objet de F.
Digi
L'image de la composee G ¨ F ( DF ¸ DG est un foncteur autodual.Â
ÄDemonstration. Notons d la composee ci-dessus, G son image, etÂ Â
Äconsiderons la factorisation de d par G:Â
p jÄG ¸ G ¨ DG.
L'hypothese d'autodualite Dg (h s g implique l'egalite Dd (h s dÁ Â Â ÂF G
comme le montre le diagramme commutatif suivant:
Dg 2Di D i2 26 6 6DG DF D F D G6
hh GF
g
6
6
i6 GF
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Ä ÄOn en deduit la fleche g : G ª DG qui fait commuter le diagrammeÂ Á Ä
suivant, dans lequel les deux lignes sont exactes:
p6 6 6 6Ä0 Ker d G G 0
6 6 6
h gÄN G
Dj26 6 6 6Ä0 Ker Dd D G DG 0
L'unite de l'adjonction h : G ª D2 G est un isomorphisme car G prendÂ G
des valeurs de dimension finie; ceci identifie ker d et kor Dd , et que g estÄ
un isomorphisme.
En dualisant le diagramme ci-dessus on montre l'egalite Dp( Dg (Â Â Ä
h ( p s d . On obtient alors les egalites:Â ÂÄG
Dp(g ( p s Dp( Dj(h s Dd (h s d .Ä G G
On en deduit l'egalite d'autoadjonction Dg (h s g car p est un epimor-Â Â Â Ä Ä ÂÄG
phisme et Dp un monomorphisme.
 .Notation 1.2.5. Soit m, n un couple d'entiers verifiant m G n.Â
S [ Im W ¨ Lm m Ln ( D Ln m Lm ¸ DW . . .m , n. m , n. m , n.
THEOREME 1.2.6. Le foncteur S est un objet simple de la categorie F.Â Á Âm , n.
De plus c'est l'unique facteur de composition superieur simple du foncteur deÂ
Weyl W .m , n.
On montre ce resultat classique a l'aide du lemme suivant:Â Á
LEMME 1.2.7. Soit V un espace ¨ectoriel de dimension m et soit F unm
sous-objet du foncteur de Weyl W .m , n.
 .  .1 Si F V / 0 alors F s W .m m , n.
 .  .  .2 Si F V s 0 alors F ; Ker W ¸ S .m m , n. m , n.
 . w x  .  mDemonstration. 1 Le F End V -module W V s L mÂ 2 m m , n. m
n. .  w x.  .  .L V est simple cf. 7 , donc F V est egal a W V . Le corollaireÂ Ám m m , n. m
1.1.5 permet de conclure.
 .2 Le noyau K de la composeeÂ
S ( DS ¨ DW ¸ DFm , n. m , n. m , n.
 .verifie K V / 0. Son image reciproque par la projection de W surÂ Âm m , n.
S est egale a W d'apres ce qui precede; ainsi K est egal a S .Â Á Á Â Á Â Ám , n. m , n. m , n.
Par dualite on en deduit que la composee F ¨ W ¸ S est nulle.Â Â Â m , n. m , n.
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Demonstration du theoreme 1.2.6. Soit G un sous-objet de S et soitÂ Â Á m , n.
F son image reciproque par la projection de W sur S ; celle-ciÂ m , n. m , n.
 .  .  .induit l'egalite entre W V et S V . Ainsi F V est nul si etÂ Â m , n. m m , n. m m
 .seulement si G V est nul. Le lemme precedent permet de conclure queÂ Âm
G est soit egal a S , soit nul.Â Á m , n.
Soit maintenant S un facteur de composition superieur simple deÂ
W ; soit F le noyau de la projection de W sur S; le premier pointm , n. m , n.
 .du lemme precedent montre que F V est nul. Ainsi, par le second point,Â Â m
il existe une fleche non-nulle de S sur S qui est un isomorphisme carÁ m , n.
les deux objets sont simples.
m n  .LEMME 1.2.8. Les facteurs de composition simples de L m L m G n
sont isomorphes aux foncteurs S , pour 0 F i F n, le simple Smqi, nyi. m , n.
apparaissant a¨ec la multiplicte un.Â
Demonstration. On montre le resultat par recurrence sur n: l'hypotheseÂ Â Â Á
de recurrence est verifiee car S s Lm ( Lm m L0. D'autre part, laÂ Â Â m , 0.
filtration de Weyl de Lm m Ln montre qu'il suffit de montrer le resultatÂ
pour le foncteur de Weyl W , ce qui est fait par recurrence, enÂm , n.
remarquant que les facteurs de composition du noyau de la projection de
W sur S sont aussi facteurs de composition du noyau de lam , n. m , n.
projection
D Lm m Ln ¸ DW . m , n.
mq k nykdonc sont aussi facteurs de compositions de [ L m L .0 - k F n
EXEMPLE 1.2.9. Si n s 1 alors la composee Lmq 1 ª Lm m L1 ª Lmq 1Â
de la diagonale et du produit exterieur est l'identite si m est impair et estÂ Â
nulle si m est pair. On obtient ainsi une serie de composition de Lm m L1Â
a l'aide de la suite exacteÁ
0 ª W ª Lm m L1 ª Lmq 1 ª 0m , 1.
et de la determination de W :Â m , 1.
v W s S est simple;2 k , 1. 2 k , 1.
v
2 kla suite 0 ª L ª W ª S ª 0 est exacte et non-2 ky1, 1. 2 ky1, 1.
scindee.Â
Ainsi, puisque le foncteur Lm m L1 est autodual, L2 k m L1 est somme
directe des simples L2 kq1 et S , tandis que L2 ky1 m L1 est uniseriel,Â2 k , 1.
ses facteurs de composition etant de bas en haut L2 k, S et L2 k.Â 2 ky1, 1.
Remarque 1.2.10. Les simples S forment en fait l'ensemble desm , n.
facteurs de composition simples du foncteur injectif I m I; en effet on sait
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que les sous-quotients de la filtration polynomiale de ce foncteur sont des
sommes directes de foncteurs Lm m Ln.
1.3. Comportement du foncteur differenceÂ
Le foncteur difference d'un produit tensoriel F m G se decomposeÂ Â
naturellement en some directe:
D F m G ( D F m G [ F m DG [ D F m DG . 8 .  .  .  .  .  .
Si m et n sont strictement positifs, alors le produit tensoriel Lmy 1 m Lny1
 m n.   ..est canoniquement facteur direct de D L m L voir l'isomorphisme 1 ;
on obtient un resultat analogue pour les sous-foncteurs et sous-quotientsÂ
de Lmy 1 m Lny1 definis precedemment:Â Â Â
my 1 ny1   ..LEMME 1.3.1. La filtration de Weyl de L m L cf. filtration 6
W ny1. ; ??? ; W  iy2. ; W  iy1. ; ??? ; Lmy 1 m Lny1my1, ny1. my1, ny1. my1, ny1.
est facteur direct de la filtration
DW n. ; ??? ; DW  iy1. ; DW  i. ; ??? ; D Lm m Ln .m , n. m , n. m , n.
et, si 0 - i F n y 1, alors la composeeÂ
Ciy1
 iy1.W ¸ W ¸ Smy1, ny1. mqnyiy1, iy1. mqnyiy1, iy1.
est facteur direct de la composeeÂ
DCi
 i.DW ¸ DW ¸ DS .m , n. mqnyi , i. mqnyi , i.
Demonstration. Par naturalite des constructions des foncteurs de WeylÂ Â
et des simples, il suffit de verifier que la flecheÂ Á
C : Lmy 1 m Lny1 ª Lmq nyiy1 m Liy1iy1
 m n.est facteur direct, pour, 0 - i F n, de la fleche DC definie sur D L m LÁ Âi
mq nyi i .et a valeurs dans D L m L .Á
L'observation suivante fournit l'argument de recurrence de la demon-Â Â
stration de la proposition 3.2.3:
LEMME 1.3.2. Soient F un sous-objet de Lm m Ln et i un entier stricte-
ment positif. Si W  iy1. est un sous-objet de l'intersection du foncteurmy1, ny1.
my 1 ny1  m n.difference de F et du facteur direct L m L de D L m L , alorsÂ
W  i. est une sous objet de F.m , n.
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Demonstration. D'apres le lemme 1.3.1, les facteurs de compositionÂ Á
superieurs simples S du sous-quotient W de la filtrationÂ mqnyj, j. mqnyj, j.
de Weyl de Lm m Ln sont facteurs de compositions de F pour i F j F n.
Le theoreme 1.2.6 montre alors que ces sous-quotients W sontÂ Á mqnyj, j.
facteurs de composition de F.
Notons la decomposition de DW en somme directe:Â m , n.
LEMME 1.3.3. Le diagramme sui¨ ant est commutatif:
DW ¨Lmy 1 m Ln [ Lm m Lny1 [ Lmy 1 m Lny1m , n.6 6 1 0
C 0( ny1 /0 1
ny1. my1 n my1 ny1W [ W ¨ L m L [ L m Lmy1, n. my1, ny1.
 .Demonstration. Il suffit cf. le lemme 1.3.1 de determiner le noyau deÂ Â
 .DC sur le facteur directi 0 F i- n
Lmy 1 V m Ln V [ Lm V m Lny1 V . .  .  .  .
 .Soit x, y un element de cette somme directe; le noyau est determine parÂ Â Â Â
les equationsÂ
C x s C y , 0 F i - n .  .i i C y s 0, 0 - i - n y 1. .i
 .  .Ceci equivaut aux egalites y s C x et C x s 0 pour 0 - i - n y 1.Â Â Â ny1 i
On obtient ainsi le resultat pour n s 1; si n ) 1, l'identite C (C sÂ Â k i
n y k .  .C montre que C x est nul.k 0n y i
Remarque 1.3.4. Si m s n alors, d'apres la remarque 1.1.7, on peutÁ
remplacer le foncteur W ny1. par le foncteur de Weyl W , et lamy1, ny1. m , ny1.
fleche C par l'isomorphisme de permutation des facteursÁ ny1
Lmy 1 m Ln ( Ln m Lmy 1.
Ce resultat nous permet de determiner le degre des foncteurs simplesÂ Â Â
construits precedemment:Â Â
PROPOSITION 1.3.5. Les simples S pour m ) n sont homogenes deÁm , n.
degre m q n, tandis que le simple S est isomorphe a la n-ieme puissanceÂ Á Án, n.
n  .exterieure L donc est homogene de degre n .Â Á Â
Demonstration. Le lemme precedent et les proprietes du foncteurÂ Â Â Â Â
difference permettent de montrer que DS est somme directe duÂ m , n.
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simple S et de l'image de la composee:Âmy1, ny1.
1 /Cny1
ny1. my1 n my1 n m ny16W ¨ L m L L m L [ L m Lmy1, n.
6
(
my 1 n m ny1ny1. my1 n 6 D L m L [ D L m LDW · L m L  .  . .my1, n.  .1 DCny1
v  .Celle-ci est nulle si m s n cf. remarque precedente ; le foncteurÂ Â
difference de S est donc isomorphe au simple S . Or S estÂ n, n. ny1, ny1. 0, 0.
isomorphe au foncteur constant F , ce qui permet de montrer par recur-Â2
rence sur n que S est isomorphe a Ln.Án, n.
v Si m ) n alors l'image de la restriction de la composee ci-dessus auÂ
foncteur de Weyl W se surjecte, par la projection DW ny1. ¸my1, n. my1, n.
DW , sur le simple S .my1, n. my1, n.
Ainsi, si l'on a montre par recurrence que le simple S est deÂ Â my1, n.
degre m q n y 1 lorsque m y 1 ) n, alors le simple S est de degreÂ Âm , n.
m q n.
Lorsque m s n q 1, on peut montrer par recurrence sur n que W ny1.Â n, n.
ne se surjecte pas sur S , ce qui montre que le foncteur DSn, n. nq1, n.
contient un facteur de composition de la forme S avec i ) 0, quinqi, nyi.
est de degre m q n y 1.Â
Les calculs precedents montrent que le foncteur difference se comporteÂ Â Â
``bien'' avec les foncteurs de Weyl et les foncteurs simples qui leurs sont
associes. Il permet, entre autres, de retrouver l'analogue d'un resultat deÂ Â
G. D. James dans le cadre des representations du groupe symetrique surÂ Â
 w x.F cf. 6, corollaire 24.21 .2
LEMME 1.3.6. Si m G n alors le foncteur difference induit une correspon-Â
dance bi-uni¨ oque entre les facteurs de composition simples Smqnyi, i.
de Lm m Ln, a¨ec 0 - i F n, et les facteurs de composition simples
my 1 ny1  m n.S du facteur direct L m L de D L m L .mqnyiq1, iy1.
Demonstration. On montre le resultat par recurrence sur n.Â Â Â
v  .Le resultat est verifie lorsque n s 1 cf. exemple 1.2.9 .Â Â Â
v D'apres le lemme 1.3.1, il suffit de montrer le resultat pour leÁ Â
foncteur de Weyl W ; ce lemme montre le resultat pour le facteur deÂm , n.
composition superieur S . Le noyau de la projection de W surÂ m , n. m , n.
S est l'intersection de W avec l'image de la fleche cf. demonstra-Á Âm , n. m , n.
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.tion du lemme 1.2.8 :
DC : Lmq nyk m Lk ª Lm m Ln . . [k 0Fk-n
0Fk-n
Cette fleche se scinde lorsqu'on applique le foncteur difference D, et onÁ Â
peut donc appliquer l'hypothese de recurrence pour les facteurs de compo-Á Â
mq nyk ksition de la somme directe [ L m L .0 F k - n
2. ETUDES DES EXTENSIONS SUCCESSIVES DANS LA
nFILTRATION POLYNOMIALE DE I m L
Nous nous interessons maintenant aux extension successivesÂ
m n n mq1 n0 ª L m L ª P rP m L ª L m L ª 0 E m , n . .mq 1 my1
nqui apparaissent dans la filtration polynomiale de I m L :
n n n n nP m L ; ??? ; P m L ; P m L ; P m L ; ??? ; I m L .1 my1 m mq1
mq n m n  . 1.Le quotient L de L m L image du produit et le sous-objet Wmq1, n.
mq 1 n  .de L m L noyau du produit induisent, a partir de la suite exacteÁ
 .E m, n , la suite exacte
0 ª Lmq n ª F m , n ª W 1. ª 0 F m , n .  . .mq1, n.
1. m n  .tandis que le quotient DW de L m L conoyau du coproduit et lem , n.
mq nq1 mq1 n  .sous-objet L de L m L image du coproduit induisent la suite
exacte
0 ª DW 1. ª F9 m , n ª Lmq nq1 ª 0. F9 m , n .  . .m , n.
 .THEOREME 2.0.1. Les suites exactes F m, n , pour tout n ) 1, etÂ Á
 .F9 m, n , pour tout n G 1, ne sont pas scindees.Â
EXEMPLE 2.0.2. Si n s 1 alors la structure du diagramme de Loewy du
1 foncteur P rP m L , pour m ) 1, depend de la parite de m cf.Â Âmq 1 my1
nSOUS-OBJETS DE I m L 67
.exemple 1.2.9 :
m s 2k y 1 m s 2k
2k q 2
2k q 12k, 1 2k q 1, 1 .  .
2k q 22k
2k y 1, 1 .
2k q 12k, 1 .2k
Chaque case represente le simple associe a la partition qu'elle contientÂ Â Á
 2 k .ainsi 2k represente la puissance exterieure L et un trait qui relie deuxÂ Â
1cases represente un sous-quotient de P rP m L dont le socle estÂ mq 1 my1
constitue par le simple associe a la case du bas et dont le quotient par sonÂ Â Á
socle est isomorphe au simple associe a la case du haut.Â Á
 .Ce diagramme permet de voir que la suite exacte F m, 1 est scindee,Â
 . tandis que la suite exacte F9 m, 1 ne l'est pas conformement au theoremeÂ Â Á
.2.0.1 .
2.1. Calculs de groupes d’extensions par adjonction
Soient A et B deux categories abeliennes, et soient G: A ª B et D:Â Â
B ª A deux foncteurs exacts, G etant l'adjoint a gauche de D. OnÂ Á
 . suppose que la categorie A resp. B a assez de projectifs resp.Â
.d'injectifs .
Soit 0 ª B ª I ª I ª ??? ª I ª ??? une resolution injective d'unÂ0 1 n
objet B de la categorie B; par exactitude du foncteur D, et puisqu'ilÂ
admet un adjoint a gauche, la longue suiteÁ
0 ª D B ª D I ª D I ª ??? ª D I ª ??? .  .  .  .0 1 n
 .forme une resolution injective de l'objet D B dans la categorie A.Â Â
Soit A un objet de A; par naturalite de l'adjonction les complexesÂ
  ..   . .Hom A, D I# et Hom G A , I# sont naturellement isomorphes; onA B
en deduit un isomorphisme naturelÂ
ExtU A , D B ( ExtU G A , B .  . .  .A B
qui peut aussi etre defini en utilisant une resolution projective de A.Ã Â Â
LAURENT PIRIOU68
Remarque 2.1.1. On peut appliquer cet isomorphisme d'adjonction au
foncteur dualite et aux categories F et F op pour obtenir pour tousÂ Â
foncteurs F et G des isomorphismes naturels:
ExtU F , DG ( ExtU G, DF . .  .F F
 .  .LEMME 2.1.2. Soient A9 ª D B et A ª D B9 deux fleches de laÁ
 .  .categorie A, et soient G A9 ª B et G A ª B leurs fleches adjointes dans laÂ Á
categorie B. Alors le diagramme sui¨ ant est commutatif:Â
GU U6 .   .  ..Ext A, A9 Ext G A , G A9A B
6 6
 .  .A9ªD B G A9 ªB
U U  ..   . .Ext A, D B ( Ext G A , BA B6 6
 .  .AªD B 9 G A ªB 9
DU U6  .  ..  .Ext D B9 , D B Ext B9, BA B
Demonstration. Par naturalite de la construction il suffit de montrer laÂ Â
 .commutativite des carres en remplacËant le bi-foncteur Ext* y, y par leÂ Â
 .bi-foncteur Hom y, y : elle se verifie aisement en utilisant la construc-Â Â
tion de l'adjonction a l'aide de l'unite de l'adjonction pour le carreÁ Â Â
superieur, et a l'aide de la co-unite de l'adjonction pour le carre inferieur.Â Á Â Â Â
 wComme premiere application de ce resultat nous enoncËons cf. 2,Á Â Â
x.proposition 2.2.4 :
1  nq1 n.LEMMA 2.1.3. L'espace ¨ectoriel Ext L , L est de dimension unF
pour tout entier positif non-nul n.
Demonstration. D'apres la remarque precedente, les groupes d'exten-Â Á Â Â
1  n nq1. 1  nq1 n.  nsion Ext L , L et Ext L , L sont isomorphes car L est auto-F F
.dual . On montre le resulat par recurrence sur n:Â Â
v
1 2 1 .n s 1. Le goupe d'extensions Ext L , L est isomorphe a F carÁF 2
1  .l'enveloppe injective de L est I cf. theoreme 1 ; on obtient le resultat parÂ Á Â
dualite.Â
v n G 1. Le foncteur difference est l'adjoint a gauche du foncteurÂ Á
 w x.tensorisation par I cf. 10, 14 , i.e., pour tous foncteurs F et G on a un
isomoprhisme d'adjonction:
Hom F , I m G ( Hom D F , G . 9 .  .  .F F
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En appliquant le lemme precedent a cette adjonction, on obtient leÂ Â Á
diagramme commutatif suivant:
D1 n nq1 1 n nq16 .  .Ext L , L Ext DL , DLF F
6 6
nq1 nnq1 n DL ¸LL ¨ImL
1 n n 1 n n .  .Ext L , I m L ( Ext DL , LF F
La fleche de droite est un isomorphisme, tandis que celle de gauche est unÁ
n ny1 n  . .  .monomorphisme car Hom L , I m L rL s 0 cf. exemple 1.2.9 ;F
ainsi la fleche du haut est injective. On conclut en rappelant que le groupeÁ
1  nq1 n.Ext L , L est non-nul, puisqu'il contient la classe de l'extensionF
 .non-scindee E n .Â
Remarque 2.1.4. Un raisonnement analogue permet de montrer que le
1 n n.groupe d'extensions Ext L , L est trivial. Ce resultat se generalise a toutÂ Â Â Á
 w x.foncteur simple cf. 11 .
2.2. Demonstration du theoreme 2.0.1Â Â Á
Afin de demontrer le theoreme 2.0.1 nous devons decrire certainesÂ Â Á Â
proprietes des groupes d'extensions de produits tensoriels de puissancesÂ Â
exterieures. Pour commencer on rappelle le lien entre la categorie F et laÂ Â
categorie suivante:Â
Notation 2.2.1. Soit F 2. la categorie des foncteurs de source laÂ
categorie produit E = E a valeurs dans la categorie E.Â Á Âf f
La composition a droite par les foncteurs somme et diagonaleÁ
P : E = E ª E et d : E ª E = Ef f f f f f
V , W ¬ V [ W V ¬ V , V .  .
induit un couple de foncteurs exacts et adjoints
y(P : F ª F 2. et y(d : F 2. ª F
F ¬ F (P G ¬ G(d .
Ces foncteurs etant exacts, les adjonctions induisent, d'apres ce qui precede,Â Â Â Á
des isomorphismes naturels en F, objet de F, et en G, objet de F 2.:
ExtU F , G(d ( ExtU 2. F (P , G , .  .F F
ExtU G(d , F ( ExtU 2. G, F (P . .  .F F
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DEFINITION 2.2.2. Soient F et G deux foncteurs dans la categorie F;Â Â
on appelle produit tensoriel externe de F et G, et on note F G G, le
2.  .foncteur de F qui associe, a tout couple V, W d'espaces vectoriels deÁ
 . .  .  .dimensions finies, l'espace vectoriel F G G V, W [ F V m G W .
Remarque 2.2.3. Le produit tensoriel de F et G dans la categorie F seÂ
retrouve a l'aide du produit tensoriel externe par l'egaliteÁ Â Â
F m G s F G G (d . .
 . 2.L'isomorphisme naturel 5 induit l'isomorphisme suivant dans F :
(k i jL (P ª L G L .[
iqjsk
Par definition du produit et du coproduit de l'algebre exterieure gradueeÂ Á Â Â
l'unite de l'adjonction Lk ª Lk (P(d et la co-unite de l'adjonctionÂ Â
Lk (P(d ª Lk s'identifient, via cet isomorphisme, au coproduit et au
produit exterieurÂ
d : Lk ª Li m L j et m : Li m L j ª Lk .[ [k k
iqjsk iqjsk
 w x.PROPOSITION 2.2.4 cf. 2, proposition 1.4.1 . Si F et F9 sont deux
foncteurs polynomiaux prenant des ¨aleurs de dimension finie, alors, pour tous
U  .2.foncteurs G et G9 de F, l'espace ¨ectoriel gradue Ext F G F9, G G G9Â F
est naturellement isomorphe au produit tensoriel gradueÂ
ExtU F , G m ExtU F9, G9 . .  .F F
Ce resultat combine avec la remarque precedente, permet de calculerÂ Â Â Â
certains groupes d'extensions entre puissances exterieures et produitsÂ
tensoriels de puissances exterieures. On obtient par exemple l'isomor-Â
phisme d'espaces vectoriels gradues:Â
ExtU Lmq 1 m Ln , Lmq n ( ExtU Lmq 1 , Li m ExtU Ln , L j . .  .  .[F F F
iqjsmqn
Si n est superieur ou egal a un, on obtient en degre un:Â Â Á Â
Ext1 Lmq 1 m Ln , Lmq n ( Ext1 Lmq 1 , Lm [ Ext1 Ln , Lny1 . 10 .  .  .  .F F F
On obtient de la meme maniere l'isomorphisme:Ã Á
Ext1 Lmq nq1 , Lm m Ln ( Ext1 Lmq 1 , Lm [ Ext1 Lnq1 , Ln . 11 .  .  .  .F F F
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Ces isomorphismes nous permettent de decrire les classes des extensionsÂ
mq n Ä mq 1 n Ä0 ª L ª F9 m , n ª L m L ª 0 F m , n .  . .
m n Ä mq nq1 Ä0 ª L m L ª F m , n ª L ª 0 F9 m , n .  . .
 .induites de la suite exacte E m, n par le produit exterieur defini surÂ Â
Lm m Ln et par le coproduit exterieur a valeurs dans Lmq 1 m Ln.Â Á
Ä Ä .  .LEMME 2.2.5. Les classes des suites exactes F m, n et F9 m, n ont une
1  mq 1 m.composante non-nulle sur le facteur Ext L , L , et une composanteF
 .  .nulle sur le facteur complementaire, ¨ia les isomorphismes 10 et 11 .Â
Ä . Demonstration. La classe de l'extension F m, n respectivementÂ
Ä  ..  .F9 m, n est l'image de la classe de l'extension E m, n , appartenant au
groupe d'extensions
Ext1 Lmq 1 m Ln , Lm m Ln .F
m n mqn par la fleche induite par le produit L m L ª L resp. par le copro-Á
mq nq1 mq1 n.  .duit L ª L m L . D'autre part la classe de E m, n est l'image
du generateur deÂ Â
Ext1 2. Lmq 1 G Ln , Lm G Ln ( Ext1 Lmq 1 , Ln ( F .  .F F 2
par la precomposition par d . Le diagramme suivant, obtenu a l'aide duÂ Á
Ä .lemme 2.1.2, permet de determiner la classe de F m, n , la fleche deÂ Á
1  mq 1 m.gauche s'identifiant a l'injection du facteur Ext L , L suivant l'iso-Á F
 .morphisme 10 :
y( d1 mq1 n m n 1 mq1 n m n6 .  .2.Ext L G L , L G L Ext L m L , L m LF F
6
6
m n mqnL mL ªLm n mqnL GL ªL ( P
1 mq1 n mqn 1 mq1 n mqn .  .2.Ext L G L , L (P ( Ext L m L , LF F
Ä  .On determine la classe de F9 m, n en utilisant un diagramme similaire,Â
obtenu a l'aide du lemma 2.1.2, en posant A s F, B s F 2. et B s Lm GÁ
n  .  .L , G resp. D etant la precomposition avec le foncteur P resp. d , et laÂ Â
mq nq1 mq1 n .fleche A ª D B9 designant la diagonale L ª L m L .Á Â
 .LEMME 2.2.6. Le produit respecti¨ ement le coproduit exterieur induitÂ
1  mq nq1 mqn.une fleche du groupe d'extensions Ext L , L dans le groupeÁ F
d'extensions
Ext1 Lmq 1 m Ln , Lmq n resp. Ext1 Lmq nq1 , Lm m Ln .  . .F F
LAURENT PIRIOU72
 . [2qui s'identifie lorsque n ) 1 resp. n G 1 a la diagonale F ª F ¨iaÁ 2 2
 .   ..l'isomoprhisme du lemme 2.1.3 et la decomposition 10 resp. 11 .Â
Demonstration. La commutativite du diagramme suivant, obtenu a l'aideÂ Â Á
du lemme 2.1.2,Â
y( P1 mqnq1 nqn 1 mqnq1 nqn6 .  .2.Ext L , L Ext L (P, L (PF F
6 6
mq1 n mqnq1 mq1 n mqnq1L mL ªL L GL ªL ( P
1 mq1 n mqn 1 mq1 n mqn .  .2.Ext L m L , L ( Ext L G L , L (PF F
1  mq nq1 nqn.permet de montrer que l'image du generateur de Ext L , LÂ Â F
1  mq 1 n nqn.dans Ext L m L , L a pour composantes, suivant l'isomorphismeF
 .10 , les classes des suites exactes non-scindees:Â
m n n mq1 n0 ª L G L ª P rP G L ª L G L ª 0 .mq 1 my1
et
mq 1 ny1 mq1 mq1 n0 ª L G L ª L G P rP ª L G L ª 0. .n ny2
On utilise un diagramme similaire pour determiner la seconde fleche onÂ Á
utilise le lemma 2.1.2, vec les notation sproposees pour l'etude de la suiteÂ Â
Ä  .exacte F9 m, n a la fin de la demonstration du lemme 2.2.5, la flecheÁ Â Á
mq n m n . .A9 ª D B designant la diagonale L ª L m L .Â
Demonstration du theoreme 2.0.1. Il faut montrer que la suite exacteÂ Â Á
 .   ..F m, n resp. F9 m, n definit un element non-nul dans le groupeÂ Â Â
d'extensions:
Ext1 W 1. , Lmq n resp. Ext1 Lmq nq1 , DW 1. . .  . /F mq1, n. F m , n.
La suite exacte
0 ª W 1. ª Lmq 1 m Ln ª Lmq nq1 ª 0mq1, n.
induit la suite exacte de groupes d'extensions:
Ext1 Lmq nq1 , Lmq n ª Ext1 Lmq 1 m Ln , Lmq n .  .F F
ª Ext1 W 1. , Lmq n . .F mq1, n.
Si n ) 1, l'image de la fleche de gauche, determinee par le lemme 2.2.6 neÁ Â Â
Ä .contient pas la classe de F m, n , determinee par le lemme 2.2.5. La classeÂ Â
Ä .  .de F m, n est l'image non-nulle de la classe de F m, n par la fleche deÁ
droite.
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On montre de la meme maniere que la classe de la suite exacteÃ Á
 .F9 m, n , avec n G 1, est non-nulle en utilisant l'extension
0 ª Lmq n ª Lm m Ln ª DW 1. ª 0m , n.
qui induit la suite exacte des groupes d'extensions:
Ext1 Lmq nq1 , Lmq n ª Ext1 Lmq 1 , Lm m Ln .  .F F
1 mqnq1 1.ª Ext L , DW . .F m , n.
n3. ETUDE DES SOUS-OBJETS DE I m L
n .3.1. Etude du complexe I m L , fn
1La restriction du produit m: I m I ª I au sous-foncteur I m P s I m L1
est a valeurs dans I, et permet de definir, pour tout entier positif n, uneÁ Â
fleche, que l'on note f , qui est la composeeÁ Ân
1md mm1nn j nyj 1 ny1 ny1I m L ª I m L m L ¸ I m L m L ª I m L . 12 .[
0FjFn
n nNotation 3.1.1. Soit i l'inclusion canonique de I m L dans I m L etn
soit f la composee f ( i .Ân n n
nRemarque 3.1.2. La restriction f de f a P m L est a valeursÁ Ám , n. n m
ny1dans P m L et induit en sous-quotient la fleche C , i.e., leÁmq 1 ny1
diagramme suivant commute:
n n m n6 6 6 60 P m L P m L L m L 0
6 6 6
my 1 m
Cf f ny1my1, n. m , n.
ny1 ny1 mq1 ny16 6 6 60 P m L P m L L m L 0m mq1
On verifie que les fleches f definissent un complexe, que l'on noteÂ Á Ân
n .I m L , f . On peut, par exemple, remarquer que la fleche f est laÁn n
n ny1 .fleche adjointe de la projection de D I m L sur le facteur L parÁ
 .l'adjonction 9 . Cette projection provient de la decomposition canoniqueÂ
  ..du foucteur difference d'un produit tensoriel cf. isomorphisme 8 . On
utilise encore cette adjonction pour verifier les calculs:Â
nq1 n nq1 ny1Hom I m L , I m L s F , Hom I m L , I m L s 0 .  .F 2 F
nq1 ny1  .une fleche non-nulle de D I m L dans L induit un epimorphismeÁ Â
n nq1 . .de D I m L dans F , ce qui est absurde . Ceci permet de redefinirÂ2
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nq1 nf comme l'unique fleche non-triviale de I m L sur I m L et deÁnq1
n .verifier que I m L , f est un complexe.Â n
LEMME 3.1.3. La matrice de Df , relati¨ ement a la decomposition cf.Á Ânq1
 .  ..isomorphismes 1 et 8
y1 y1I m L* [ I m L* [ I m L*
 .de D I m L* en somme directe, s'ecritÂ
f i idnq1 n
.0 f 0n 00 0 fn
 .Demonstration. On applique le foncteur difference a la composee 12 ,Â Â Á Â
 .  .en explicitant Dd et Dm a l'aide des isomorphismes 1 et 8 .Án
n .PROPOSITION 3.1.4. Le complexe I m L , f est acyclique.n
Demonstration. On deduit du lemme precedent que le diagrammeÂ Â Â Â
suivant est commutatif
Dfnq1nq1 n n n ny1 ny16I m L [ I m L [ I m L I m L [ I m L [ I m L
6 6
0 0 idg gnq1 n
0 f 0n /
0 0 0
nq1 n n n ny1 ny16I m L [ I m L [ I m L I m L [ I m L [ I m L
g etant l'isomorphisme associe a la matrice:Â Â Án
id 0 0
0 id 0 . 0f i idn ny1
On obtient ainsi les isomorphismes:
n nq1Im Df ( I m L [ Im f et Ker Df ( I m L [ Ker f .nq1 n nq1 n
L'inclusion Im Df ; Ker Df induit, par cet isomorphisme, l'egaliteÂ Ânq1 n
sur le premier facteur et l'inclusion canonique sur le second facteur. Ceci
nous permet de montrer la proposition par recurrence sur n:Â
1
v Si n s 1 alors Im f s I s Ker f car le produit f : I m L ª I1 0 1
est surjectif.
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v Si Im f s Ker f alors, d'apres ce qui precede, le degre duÁ Â Â Ân ny1
quotient Im f rKer f est nul; on conclut que ce quotient est nul car lenq1 n
nfoncteur I m L ne contient pas de facteur constant non-nul.
3.2. Demonstration du theoreme 3Â Â Á
Examinons tout d'abord les deux premiers crans de la filtration polyno-
nmiale de I m L qui s'incrivent dans la suite exacte:
1 n n 2 n0 ª L m L ª P m L ª L m L ª 0. E 2, n . .2
nLEMME 3.2.1. Soit F un sous-objet de P m L , a¨ec n ) 1, dont l'image2
par la projection sur L2 m Ln contient W 1. . Alors F contient L1 m Ln.2, n.
nq1  . 1.Demonstration. Puisque la suite exacte 0 ª L ª F 2, n ª WÂ 2, n.
ª 0 ne se scinde pas pour n ) 1, le facteur de composition superieurÂ
Lnq1 de L1 m Ln est aussi facteur de composition de F.
v
nq1Si n est impair alors L est l'unique facteur de composition
1 n  .superieur simple de L m L cf. exemple 1.2.9 , et on en deduit que FÂ Â
contient L1 m Ln.
v Si n est pair, superieur ou egal a 4, on verifie, en utilisant le lemmeÂ Â Á Â
n n .1.3.3, que l'intersection de D F et P m DL dans D P m L satisfait les2 2
conditions de l'enonce, i.e., son image par la projection sur L2 m Lny1Â Â
contient W 1. . D'apres le point precedent cette intersection contientÁ Â Â2, ny1.
L1 m DLn. On en deduit que F contient le complementaire S de Lnq1Â Â n, 1.
 .cf. exemple 1.2.9 .
v
4Enfin, si n s 2, la puissance exterieure L qui apparait dans leÂ
socle de L2 m L2 est un sous-objet de W 1. car la composee L4 ª L2 m L2Â2, 2.
4  .ª L est nulle. On utilise la suite exacte non-scindee F9 1, 2 pourÂ
montrer que F contient le complementaire DW 1. ( S de L3 dansÂ 1, 2. 2, 1.
1 2L m L .
Remarque 3.2.2. Ce resultat est faux si n s 1: un contre-exemple estÂ
1. 1fourni par le facteur direct W s S de P m L , le plongement de ce2, 1. 2, 1. 2
facteur etant realise par la fleche adjointe de la projection de DW surÂ Â Â Á 1, 1.
1 1  ..L cf. isomorphisme 9 . Neanmoins, si F est un sous-objet de P m LÂ 2
2 1 1 qui se surjecte sur L m L , alors F est egal a P m L car la suite exacteÂ Á 2
 . .F9 1, 1 n'est pas scindee .Â
On utilise le theoreme 2.0.1 et le comportement du foncteur differenceÂ Á Â
nsur la filtration de Weyl pour etudier les sous-quotients P rP m LÂ mq 1 my1
nde I m L :
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nPROPOSITION 3.2.3. Soit F un sous-objet de P rP m L a¨ec m G 1mq 1 my1
mq 1 n net soit G la projection de F dans le quotient L m L de P rP m L .mq 1 my1
 .  i. mq1 na Si G contient le sous-objet W de L m L alors F contientmq1, n.
m n nle sous-objet sui¨ ant de L m L ¨ P rP m L :mq 1 my1
 .  iy1.  .1 W si 0 - i - min n, m q 1m , n.
 . m n2 L m L si i s 0.
 . mq nq1 mq1 nb Si G contient le sous-objet L de L m L et si n ) 0 alors
F contient au moins un facteur de composition simple de la forme Smqi, nyi.
a¨ec 0 F i - n.
 .Demonstration. a On montre le resultat par recurrence sur n.Â Â Â
v Si n s 0 alors i s 0 et on obtient le resultat par le theoreme 1.Â Â Á
v Supposons le resultat verifie pour n y 1. D'apres le lemme 3.2.1Â Â Â Á
 .la remarque 3.2.2 si n s 1 on peut supposer m ) 1.
Le lemme 1.3.1 montre que l'intersection du foncteur DG avec le
mq 1 n  mq 1 n.  iy1.  mfacteur direct DL m DL de D L m L contient W L mm , ny1.
ny1 .L si i F 1 . Par hypothese de recurrence l'intersection du foncteur D FÁ Â
n n .  .avec le facteur direct D P rP m DL de D P rP m L con-mq 1 my1 mq1 my1
tient le sous-objet suivant de Lmy 1 m Lny1:
v
 iy2.  .W si 0 - i y 1 - min n y 1, mmy1, ny1.
v
my 1 ny1L m L si i y 1 F 0.
 .Le lemme 1.3.2 permet alors de conclure si 1 - i - min n, m q 1 .
Si i F 1 alors, puisque W 1. est facteur de composition de F, etmq1, n.
puisque la suite exacte
0 ª Lmq n ª F m , n ª W 1. ª 0 F m , n .  . .mq1, n.
n'est pas scindee, le facteur de composition superieur Lmq n de Lm m LnÂ Â
est facteur de composition de F. Ainsi Lm m Ln est un sous-objet de F.
 .b La suite exacte
0 ª DW 1. ª F9 m , n ª Lmq nq1 ª 0 F9 m , n .  . .m , n.
 . 1.n'etant pas scindee cf. theoreme 2.0.1 , de elements du socle de DWÂ Â Â Á Â Â m , n.
sont facteurs de composition de F. Or le socle de DW 1. est unm , n.
sous-ensemble de la reunion des socles des sous-quotients DW ,Â mqnyi, i.
1 F i F n, c'est a dire de l'ensemble des simples S , 1 F i F n.Á mqnyi, i.
nCOROLLAIRE 3.2.4. Soit F un sous-objet de I m L a¨ec n G 1, et soit
m ) n.
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ny1. m n n .a Si le sous-objet W du sous-quotient L m L de I m L est unm , n.
nsous-quotient de F alors P m L est inclus dans F.my nq1
 .b Si le foncteur F admet un facteur de composition de degre m q 2nÂ
alors les sous-objets W de Lk m Ln, n - k F m, sont sous-quotients de F.k , n.
1 EXEMPLE 3.2.5. La structure des sous-quotients P m P m L cf.mq 1 my1
1.exemple 2.0.8 permet de voir que I m L ne contient pas de sous-objet
propre qui se surjecte sur I par f .1
 .Demonstration. a On applique successivement le resultat a de laÂ Â
proposition 3.2.3 aux sous-objets induits par F dans les sous-quotients
n nP rP m L de I m L .my kq1 myky1
 .b On montre le resultat par recurrence sur n.Â Â
v Le resultat est verifie pour n s 0 d'apres le theoreme 1.Â Â Â Á Â Á
v Supposons le resultat verifie pour n y 1. On peut supposer que leÂ Â Â
facteur de composition de degre m q 2n de F est un simple qui apparaitÂ
mq n n  .dans le socle de L m L cf. lemme 1.2.8 et proposition 1.3.5 .
v Si ce facteur simple est different d'une puisance exterieure alorsÂ Â
nle lemme 1.3.6 montre que l'intersection de D F avec D I m DL contient
 .un facteur de composition simple de degre m q 2 n y 1 dans le facteurÂ
mq ny1 ny1  mq n n.direct L m L de D L m L . L'hypothese de recurrence mon-Á Â
tre alors que les sous-objets W de Lky1 m Lny1 sont sous-quo-ky1, ny1.
n n .tients de l'intersection de D F avec le facteur direct D I m DL de D I m L
pour n y 1 - k y 1 F m. On en deduit, grace au lemme 1.3.2, que lesÂ Ã
foncteurs de Weyl W sont sous-quotients de F pour n - k F m q 1.k , n.
v
mq 2 nSi ce facteur simple est isomorphe a L alors le resultat b deÁ Â
la proposition 3.2.3 montre que F contient un facteur de composition
 .simple de degre m y 1 q 2n qui est different d'une puissance exterieure,Â Â Â
ce qui nous ramene a l'etude du point precedent.Á Á Â Â Â
Demonstration du theoreme 3. Soit F un sous-objet de K , n G 1; si FÂ Â Á n
admet un facteur de composition de degre m q 2n alors le point b duÂ
corollaire 3.2.4 montre que W est sous-quotient de F.m , n.
Soit G l'image reciproque de F par la projection, induite par f , deÂ nq1
nq1  .I m L sur K cf. proposition 3.1.4 . La remarque 3.1.2 permet de voirn
que l'image reciproque du foncteur de Weyl W par la fleche C :Â Ám , n. n
Lmy 1 m Lnq1 ª Lm m Ln est facteur de composition de G. Or cette image
n.  .reciproque est egale a W cf. lemme 1.1.6 . Le point a duÂ Â Á my1, nq1.
nq1corollaire 3.2.4 montre alors que P m L est inclus dans G. Cemy 1yn
sous-objet se surjecte alors sur K . Ainsi, si F est polynomial demyn, n.
degre m q 2n alors F est inclus dans K et contient K .Â mqn, n. myn, n.
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D'autre part, si F n'est pas polynomial alors il contient des facteurs de
composition de degre arbitrairement eleve, donc F contient une infiniteÂ Â Â Â
de sous-foncteurs K , i.e., F s K .myn, n. n
nq1Demonstration du corollaire 4. Si G est un sous-objet de I m L quiÂ
se surjecte sur K par la projection induite par f , alors le noyau den nq1
cette projection est un sous-objet de K qui ne peut pas etre polynomialÃnq1
2 n n n nq1non-nul. En effet, l'intersection de D G et D I m D L est un sous-ob-
1jet de I m L qui se surjecte sur I par f : le noyau de cette projection1
nq1 .n'est pas polynomial cf. exemple 3.2.5 . Ainsi G est egal a I m L . LesÂ Á
nq1sous-objets propres de I m L sont donc soit finis, soit des extensions de
K avec un sous-foncteur propre, i.e., fini, de K .nq1 n
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